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1 Metody gradientowe - pojecia podstawowe

Metody gradientowe sa to metody stuzace do wyznaczania minimum lub
maksimum funkcji celu. Metody optymalizacji gradientowej wykorzystuja
w swoich obliczeniach aktualne wartosci funkcji celu, jej gradient lub wielkosci
z nim zwiazane. Gradientem nazywamy wektor pochodnych czastkowych
funkeji celu w punkcie, ktory oznaczony jest nastepujaco V f.

W przypadku tych metod funkcja celu musi by¢ okreslona i rézniczkowalna
w calej przestrzeni R".

2 Metoda Newtona

Metoda Newtona jest metoda gradientowsq, dzieki ktorej mozna wyznaczy¢
minimum funkcji celu. Stosowanie tej metody do bardziej ogélnych funkcji
wymaga zalozenia, ze w kazdym punkcie istnieja wszystkie pochodne czastkowe
funkcji celu rzedu drugiego tzn. hesjanu. Hesjanem nazywamy macierz
drugich pochodnych czastkowych funkcji. Metoda ta w zastosowaniu
praktycznym moze okaza¢ sie bardzo czasochtonna i skomplikowana.

W naszej implementacji zostata wykorzystana metoda statokrokowa,

w ktorej h = 1.

2.1 Warunki stopu dla metody Newtona

1. Warunek stopu okreglony jako: ||z — z0=D||y < ¢,
gdzie € > 0 oraz ¢ jest bliska 0

2. Gradient Vf(2®) =0

3. Hesjan H(z) jest macierza nieodwracalng

2.2 Przedstawienie metody Newtona w przykladzie

Znalez¢ minimum funkcji celu dang ponizszym wzorem.
1. Dane:

flxy,m0) = 322 + 322 — 4oy (1 + 29) — 20 + 2

70 = (10;4)

e=20,01



2. Obliczanie gradientu funkcji celu f(zq,x2)
af :
oy 6x1 —4x9 — 4
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3. Obliczanie hesjanu funkcji celu f(z1,xs)
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4. Obliczamy gradient funkcji celu w punkcie z(©

V(@®) = [ o ]

5. Obliczamy odwrotno$é hesjanu funkcji celu
Wzér ogdlny: H'(z)) = m - DT
dyp=(-D)"-6=6

dip = (=1)12. (—4) =4

dy = (—=1)*"1- (—4) =4

doy = (=1)>™2-6=6

det(H(x)) =6-6—4-4=20

=i ]=14 6]

T
_ 6 4 0,3 0,2

6. Obliczamy wektor kierunkowy

Wzér ogélny: d¥) = —H 1 (zD)V f(2)

d(O)_ 073 072 . 40 . —8,6
10,2 0,3 —-17 | | —=2,9



7. Obliczamy kolejny punkt x
Wzér ogdlny: 20D = 2 + p0) . 40 gdzie () = 1
x@):[m%l_&‘?’]:ll’ﬂ
4 -2,9 1,1
8. Sprawdzanie warunkéw
Warunek nr 1: |[20F) — 20|, < €

|2 — 2]y < 0,01

V(14— 10)2+ (1,1 —4)% < 0,01

9,075 < 0,01 (Nie jest to prawda, wiec sprawdzany jest kolejny warunek)
Warunek nr 2: Vf(z®) =0

VW) =0

Vf(1,4;1,1) = 0 (Podstawiamy dane wartosci do wyrazenia V f(z1, z3))

[ 8 1 = 0 (Warunek zostal spelniony, algorytm koriczy dzialanie)

Warunek 3 nie zostal sprawdzony, poniewaz wcze$niejszy warunek zostat
spetniony. Z powyzszego przyktadu wynika, ze minimum funkcji celu zostato
wyliczone w jednym kroku. I wynosi ono = = (1,4;1,1).



3 Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno

Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS) jest jedna z metod
quasi-Newtonowskich (metody zmiennej metryki). Agorytm bazuje na metodzie
Newtona. Zaletag w poréwnaniu do metody Newtona jest to, ze nie mamy
obowigzku obliczania hesjanu funkcji celu, co utatwia obliczenia. Zamiast
tego obliczana jest macierz V. Na poczatku obliczeri macierz V) ma postac¢
macierzy jednostkowej. W kolejnych krokach macierz V® obliczana jest
wedtug wzoru podanego ponizej.

V) — @) 4 (1+ C(i))A(i) 4+ D@

3.1 Warunki stopu dla metody BFGS

W metodzie Broydena-Flechtera-Goldfarba-Shanno wykorzystuje sie
standardowy warunek stopu:
|2 — 20=D||y < ¢, gdzie € > 0 oraz ¢ jest bliska 0

3.2 Przedstawienie metody BFGS w przyktadzie

Znalez¢ minimum funkcji celu dang ponizszym wzorem:
1. Dane:

f(:vl,:t2) — 433% —|— 21‘13;'2 _|_ 41'% + 31.1

20 = (1,2;1,3)
e=20,01
A =1
1 0
0) —
v =[5 Y]



2. Obliczamy gradient funkcji celu

of
Wzoér ogélny: Vf(xl,22) = [ % ]

Oxa

8xl+ 22243
Vil e2) = [ 221 + 82 ]

3. Obliczamy a(®

Wzér ogdlny: o) = z() — 201

1,2 2 —0,8
0) — 20 _ pn— | L2 ] _ _ >
e F R R e

4. Obliczamy s

Wzor ogolny: s =V f(zV) — Vf(20Y)
v 15,2 23 78

5. Obliczamy A®

i i A a® (@)
Wzér ogolny: AW = (a(g)i%?)

—0,8 0,64 0,56
A0) — a® (@ONT [ —-0,7 M —-0,8 —0,7 } B l 0,56 0,49 ] B

— (eSO _ - 11,28 =
[-0,8 —0,7 ][ 7.8 ]

0,0567 0,0496
0,0496 0,0434
7,2

6. Obliczamy C"

2 2 7 s Ty (0) 5(1)
Wzér ogélny: CV) = (((120%

1 0 -7,8
78 —7,2] 170
C0) — ED)TVOsO [ } [ 0 1 1 [ —7,2 1 _ 11268

(@I  — 7.8 — 11,28
[-0,8 —0,7 H _7’2]

=9,98936



7. Obliczamy D®

a(®) (S(i) YTy () 4V (@) (@) (aHT
B (a)Ts@

Wzér ogdlny: DO =

D(O) . _Q(O)(S(O))Tv(0)+v(0)s(0)(a<0))T .
- (a(0)T 5(0)

-0,8 1ol fro]]-78
i [_077]-[—7,8 —7,2][0 1]+l0 1]-[_7’2“—0,8 —0,7

s )[

6,24 5,76 | [ 6,24 5,46
5,46 5,04 | | 5,76 5,04 _l—1,1064 —0,9947]

11,28 —0,9947 —0,8936

8. Obliczamy V("
Wzér ogolny: Vit = V@ 1 (1 +CO). AO + DO

VO = VO 4 (14 CO). A0 4 pO)

0 1

0,5167 —0,4496
—0,4496  0,5833

10 0,0567 0,0496 | [ —1,1064 —0,9947
(1) — . ) ’ ) ) _
v l ]+(1+9’98936) [0,0496 0,0434] l—0,9947 —0,8036

9. Obliczamy d®
Wzér ogélny: d¥) = —V D . v f(z®)
dV = V.V f(z®)

g0 _ [ 05167 —0,4496 ] [15.2] _ [ ~2,0991
= 7| —0,4496 0,5833 12,8 | | —0,6325



10. Obliczamy z

20 = 20 4 @) . 4O
1,2 —~2,0991
w_| b |2
v [1,3]“ [—0,6325]

11. Sprawdzanie warunkéw

Wzér ogolny: 20+ = 2  p0) . g0

_[ 2] [ 20001
~ 1,3 —0,6325

Warunek nr 1: ||z0+) — 20|, < ¢

|2 — 2|, < 0,01

V/(=0,8991 — 1,2)2 + (0,6675 — 1,3)? < 0,01

2,1923 < 0,01

[ —0,8991
~ | 0,6675

Widzimy, ze warunek nie zostal spetniony dlatego wykonujemy caly algorytm

zaczynajac od punkt numer 3.

W tym przypadku potrzeba byto az 5 krokéw aby znalez¢ minimum

funkcji celu.

Wrynikiem jest punkt z(* = l

—0,4001
—0, 1000



4 Program komputerowy

4.1 Opis programu

Aplikacja zostata stworzona w $rodowisku matematycznym Matlab. Interfejs
programu jest bardzo prosty i przejrzysty. W jego gérnej czesci mamy miejsce
na wpisanie funkcji celu oraz okreslenie precyzji warunku stopu. Reszta
programu zostalta podzielona na dwie czesci. 7 lewej strony Metoda Newtona,
z prawej strony Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno. Okreslamy
punkty startowe dla wybranej przez nas metody i klikamy przycisk Oblicz.
Na samym dole otrzymujemy informacje w ilu korkach dana metoda znalazta
minimum funkcji celu. Przy kazdym polu edycji mamy przyktadowe dane
jakie mozemy wprowadzi¢. Wprowadzane dane powinny zachowa¢ wskazny

format.

4.2 Interfejs aplikacji

Porownanie metody Newtona i metody Broydena-Flechera-Goldfarba-Shanno
Poréwnanie metody Newtona i metody Broydena-Flechera-Goldfarba-Shanno

Funkcja f(x1,x2): ‘

ng, 3 lA2+ 3 2A2- 47 1142 2) -2+ 2

Zadana precyzja: ‘

Metoda MNewtona

Punkt poczatkowy x0: | np. [10;4]
Oblicz metoda Newtona
Gradient funkeji:
0 0
0 0
Hesjan funkeji:
0 0
0 0

Macierz odwrotna hesjanu

0 0
0 0

Macierz x-kséw

(0) (1)
0 0
0 0

Liczba potrzebnyeh krokdw:

np. 0.01
Metoda BFG
Punkt x(-1) | np. [2:2]
Punkt x0: | np. [1.2;1.3]
h): 1
Oblicz metoda BFGS |
Macierz V
0 0
0 0
Macierz x-ksdw
x(-1) %(0)
0 0
0 0

Liczba potrzebnych krokdw:

Rysunek 1: Interfejs aplikacji
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4.3 Testowanie aplikacji

Azeby okredli¢ czy algorytm zaimplementowany w programie zostal poprawnie
napisany program zostal przetestowany. Do testow zostaly uzyte ponizej
dane wejsciowe:

Funkcja celu: fi,) = 421% 4+ 22122 + 4222 + 321 < minimum

Precyzja warunku stopu: e = 0.01

Punkt 2 = [1.2;1.3]

Punkt (-1 = [2;2]

Poréwnanie metody Newtona i metody Broydena-Flechera-Goldfarba-Shanno
Poréwnanie metocdy Newtona i metody Broydena-Flechera-Goldfarba-Shanno

Funkcja f(x1,x2): ‘ 4 1AD 4 27 17 24 A2 AZ4 3L np. 3 1A24 372 A2 4% 1% 1+3¢2)>2+ 2
Zadana precyzja: ‘ 0.01 np. 0.01
Metoda MNewtona Metoda BF G
Punkt poczatkowy x0: | L.2:.3 np. [10;4] Punkt x(-1) | 2:2] np. [2;2]
Punkt x0: | [1.2;1.3] np:[1:2,1:3]

Oblicz metoda Newtona
hi): E

Gradient funkeji:

Bxl+ 2%2+ 3

ot | Oblicz metoda BFGS |

Hesjan funkgji: iy
3 2 1 0 05171 -0.4491 0.2806  -0.3185
2 3 0 I 04491 05838 -0.3185 0.6857

] i I IC
Macierz odwrotna hesjanu
0.1333 —0.0333 Macierz x-ksdw

-0.0333 0.1333 -0 | x@ [ x0 | x@ [ x® [ x|
2 1.2000 -0.3117 1.0124  -0.3972  -0.4001
Macierz x—ksdw 2 1.3000 0.6544  -2.6358 0.1011 0.1000

*(Q) ®(1)
1.2000  -0.4000
1.3000 0.1000

Liczba potrzebnych krokdw: 1 Liczba potrzebnych krokdw: S

Rysunek 2: Praca aplikacji
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Na rysunku powyzej widzimy, ze minimum zostato znalezione przez obie
zaimplementowane metody. Metoda Newtona wykonata to w 1 kroku,
natomiast metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno potrzebowata
az 5 krokow.

Wyniki, ktore otrzymaliémy z obydwu metod sa identyczne.

Metoda Newtona:

Ly _ | —0-4000
~ | —0,1000

Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno:

L _ [ —0.4001
~ | —0,1000

5 Wnioski koncowe

Metoda Newtona jest metoda do$¢ skomplikowana, poniewaz jesteSmy zmuszeni
do wyliczenia hesjanu funkcji celu czyli pochodnych czastkowych drugiego
rzedu. W metodzie Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno nie musimy obliczaé
hesjanu, natomiast mamy do obliczenia gradient lecz ten wystepuje w obu
metodach. W drugiej prezentowanej metodzie zrezygnowano z hesjanu na
rzecz macierzy V, ktora jest przyblizonym hesjanem lecz te przyblizenia nie
wplywaja znaczaco na otrzymywane wyniki.

W czasie testowania aplikacji zauwazono, ze dla niektérych postaci funkcji
metoda Newtona sprawdza sie o wiele lepiej niz metoda BFGS. Pierwsza
metoda potrzebuje tylko i wytacznie jednego korku do znalezienia minimum,
gdzie druga potrzebuje ok. 2-5 krokéw wiecej. Zastosowanie metody BFGS
to takiego rodzaju funkcji jest stosunkowo niekorzyste. Jednakze metoda
Newtona ustepuje drugiej metodzie jezeli bedziemy rozpatrywali dosc
zaawansowane funkcje celu, poniewaz w metodzie Newtona w tym momencie
hesjan bedzie bardzo trudny do obliczenia i zajmie to bardzo duzo czasu.

Tak wiec jezeli zalezy nam na tatwos$é obliczen lepsza jest metoda
Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno. Jezeli natomiast szukamy minimum
w grupie funkcji gdzie metoda Newtona znajduje rozwiagzanie w jednym
kroku, to na pewno jest to wybo6r bardziej optymalny.
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