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1 Metody gradientowe - poj¦cia podstawowe

Metody gradientowe s¡ to metody sªu»¡ce do wyznaczania minimum lub
maksimum funkcji celu. Metody optymalizacji gradientowej wykorzystuj¡
w swoich obliczeniach aktualne warto±ci funkcji celu, jej gradient lub wielko±ci
z nim zwi¡zane. Gradientem nazywamy wektor pochodnych cz¡stkowych
funkcji celu w punkcie, który oznaczony jest nast¦puj¡co ∇f .
W przypadku tych metod funkcja celu musi by¢ okre±lona i ró»niczkowalna
w caªej przestrzeni Rn.

2 Metoda Newtona

Metoda Newtona jest metod¡ gradientow¡, dzi¦ki której mo»na wyznaczy¢
minimum funkcji celu. Stosowanie tej metody do bardziej ogólnych funkcji
wymaga zaªo»enia, »e w ka»dym punkcie istniej¡ wszystkie pochodne cz¡stkowe
funkcji celu rz¦du drugiego tzn. hesjanu. Hesjanem nazywamy macierz
drugich pochodnych cz¡stkowych funkcji. Metoda ta w zastosowaniu
praktycznym mo»e okaza¢ si¦ bardzo czasochªonna i skomplikowana.
W naszej implementacji zostaªa wykorzystana metoda staªokrokowa,
w której h = 1.

2.1 Warunki stopu dla metody Newtona

1. Warunek stopu okre±lony jako: ||x(i) − x(i−1)||2 < ε,
gdzie ε > 0 oraz ε jest bliska 0

2. Gradient ∇f(x(i)) = 0
3. Hesjan H(x) jest macierz¡ nieodwracaln¡

2.2 Przedstawienie metody Newtona w przykªadzie

Znale¹¢ minimum funkcji celu dan¡ poni»szym wzorem.

1. Dane:

f(x1, x2) = 3x21 + 3x22 − 4x1(1 + x2)− x2 + 2

x(0) = (10; 4)

ε = 0, 01
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2. Obliczanie gradientu funkcji celu f(x1, x2)

∇f(x1, x2) =
[

∂f
∂x1
∂f
∂x2

]
=

[
f

′
x1

f
′
x2

]
=

[
6x1 − 4x2 − 4
6x2 − 4x1 − 1

]

3. Obliczanie hesjanu funkcji celu f(x1, x2)

H(x1, x2) =

 ∂2f
∂x1∂x1

(x) ∂2f
∂x1∂x2

(x)
∂2f

∂x2∂x1
(x) ∂2f

∂x2∂x2
(x)

 =

[
f

′′
x1x1

f
′′
x1x2

f
′′
x2x1

f
′′
x2x2

]
=

[
6 −4
−4 6

]

4. Obliczamy gradient funkcji celu w punkcie x(0)

∇f(x(0)) =
[

40
−17

]

5. Obliczamy odwrotno±¢ hesjanu funkcji celu

Wzór ogólny: H−1(x(i)) = 1
det(H(x(i)))

·DT

d11 = (−1)1+1 · 6 = 6

d12 = (−1)1+2 · (−4) = 4

d21 = (−1)2+1 · (−4) = 4

d22 = (−1)2+2 · 6 = 6

det(H(x(0))) = 6 · 6− 4 · 4 = 20

D =

[
d11 d12
d21 d22

]
=

[
6 4
4 6

]

H−1(x(0)) = 1
20
·
[
6 4
4 6

]T
=

[
0, 3 0, 2
0, 2 0, 3

]

6. Obliczamy wektor kierunkowy

Wzór ogólny: d(i) = −H−1(x(i))∇f(x(i))

d(0) =

[
0, 3 0, 2
0, 2 0, 3

]
·
[

40
−17

]
=

[
−8, 6
−2, 9

]
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7. Obliczamy kolejny punkt x

Wzór ogólny: x(i+1) = x(i) + h(i) · d(0), gdzie h(i) = 1

x(1) =

[
10
4

]
+

[
−8, 6
−2, 9

]
=

[
1, 4
1, 1

]

8. Sprawdzanie warunków

Warunek nr 1: ||x(i+1) − x(i)||2 < ε

||x(1) − x(0)||2 < 0, 01√
(1, 4− 10)2 + (1, 1− 4)2 < 0, 01

9, 075 < 0, 01 (Nie jest to prawd¡, wi¦c sprawdzany jest kolejny warunek)

Warunek nr 2: ∇f(x(i)) = 0

∇f(x(1)) = 0

∇f(1, 4; 1, 1) = 0 (Podstawiamy dane warto±ci do wyra»enia ∇f(x1, x2))[
0
0

]
= 0 (Warunek zostaª speªniony, algorytm ko«czy dziaªanie)

Warunek 3 nie zostaª sprawdzony, poniewa» wcze±niejszy warunek zostaª
speªniony. Z powy»szego przykªadu wynika, »e minimum funkcji celu zostaªo
wyliczone w jednym kroku. I wynosi ono x = (1, 4; 1, 1).
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3 Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno

Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS) jest jedn¡ z metod
quasi-Newtonowskich (metody zmiennej metryki). Agorytm bazuje na metodzie
Newtona. Zalet¡ w porównaniu do metody Newtona jest to, »e nie mamy
obowi¡zku obliczania hesjanu funkcji celu, co uªatwia obliczenia. Zamiast
tego obliczana jest macierz V (i). Na pocz¡tku oblicze« macierz V (i) ma posta¢
macierzy jednostkowej. W kolejnych krokach macierz V (i) obliczana jest
wedªug wzoru podanego poni»ej.
V (i+1) = V (i) + (1 + C(i))A(i) +D(i)

3.1 Warunki stopu dla metody BFGS

W metodzie Broydena-Flechtera-Goldfarba-Shanno wykorzystuje si¦
standardowy warunek stopu:
||x(i) − x(i−1)||2 < ε, gdzie ε > 0 oraz ε jest bliska 0

3.2 Przedstawienie metody BFGS w przykªadzie

Znale¹¢ minimum funkcji celu dan¡ poni»szym wzorem:

1. Dane:

f(x1,x2) = 4x21 + 2x1x2 + 4x22 + 3x1

x(−1) = (2; 2)

x(0) = (1, 2; 1, 3)

ε = 0, 01

h(i) = 1

V (0) =

[
1 0
0 1

]
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2. Obliczamy gradient funkcji celu

Wzór ogólny: ∇f(x1, x2) =
[

∂f
∂x1
∂f
∂x2

]

∇f(x1, x2) =
[
8x1 + 2x2 + 3

2x1 + 8x2

]

3. Obliczamy a(i)

Wzór ogólny: a(i) = x(i) − x(i−1)

a(0) = x(0) − x(−1) =

[
1, 2
1, 3

]
−

[
2
2

]
=

[
−0, 8
−0, 7

]

4. Obliczamy s(i)

Wzór ogólny: s(i) = ∇f(x(i))−∇f(x(i−1))

s(0) = ∇f(x(0))−∇f(x(−1)) =

[
15, 2
12, 8

]
−

[
23
20

]
=

[
−7, 8
−7, 2

]

5. Obliczamy A(i)

Wzór ogólny: A(i) = a(i)(a(i))T

(a(i))T s(i)

A(0) = a(0)(a(0))T

(a(0))T s(0)
=

[
−0, 8
−0, 7

]
·
[
−0, 8 −0, 7

]
[
−0, 8 −0, 7

]
·

[
−7, 8
−7, 2

] =

[
0, 64 0, 56
0, 56 0, 49

]
11,28

=

[
0, 0567 0, 0496
0, 0496 0, 0434

]

6. Obliczamy C(i)

Wzór ogólny: C(i) = (s(i))TV (i)s(i)

(a(i))T s(i)

C(0) = (s(0))TV (0)s(0)

(a(0))T s(0)
=

[
−7, 8 −7, 2

]
·

[
1 0
0 1

]
·

[
−7, 8
−7, 2

]
[
−0, 8 −0, 7

]
·

[
−7, 8
−7, 2

] = 112,68
11,28

= 9, 98936
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7. Obliczamy D(i)

Wzór ogólny: D(i) = −a(i)(s(i))TV (i)+V (i)s(i)(a(i))T

(a(i))T s(i)

D(0) = −a(0)(s(0))TV (0)+V (0)s(0)(a(0))T

(a(0))T s(0)
=

−

[
−0, 8
−0, 7

]
·
[
−7, 8 −7, 2

]
·

[
1 0
0 1

]
+

[
1 0
0 1

]
·

[
−7, 8
−7, 2

]
·
[
−0, 8 −0, 7

]
[
−0, 8 −0, 7

]
·

[
−7, 8
−7, 2

] =

[
6, 24 5, 76
5, 46 5, 04

]
+

[
6, 24 5, 46
5, 76 5, 04

]
11,28

=

[
−1, 1064 −0, 9947
−0, 9947 −0, 8936

]

8. Obliczamy V (i)

Wzór ogólny: V (i+1) = V (i) + (1 + C(i)) · A(i) +D(i)

V (1) = V (0) + (1 + C(0)) · A(0) +D(0)

V (1) =

[
1 0
0 1

]
+(1+9, 98936)·

[
0, 0567 0, 0496
0, 0496 0, 0434

]
+

[
−1, 1064 −0, 9947
−0, 9947 −0, 8936

]
=

[
0, 5167 −0, 4496
−0, 4496 0, 5833

]

9. Obliczamy d(i)

Wzór ogólny: d(i) = −V (i+1) · ∇f(x(i))

d(0) = −V (1) · ∇f(x(0))

d(0) = −
[

0, 5167 −0, 4496
−0, 4496 0, 5833

]
·
[
15, 2
12, 8

]
=

[
−2, 0991
−0, 6325

]
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10. Obliczamy x(i)

Wzór ogólny: x(i+1) = x(i) + h(i) · d(i)

x(1) = x(0) + h(i) · d(0)

x(1) =

[
1, 2
1, 3

]
+ 1 ·

[
−2, 0991
−0, 6325

]
=

[
1, 2
1, 3

]
+

[
−2, 0991
−0, 6325

]
=

[
−0, 8991
0, 6675

]

11. Sprawdzanie warunków

Warunek nr 1: ||x(i+1) − x(i)||2 < ε

||x(1) − x(0)||2 < 0, 01√
(−0, 8991− 1, 2)2 + (0, 6675− 1, 3)2 < 0, 01

2, 1923 < 0, 01

Widzimy, »e warunek nie zostaª speªniony dlatego wykonujemy caªy algorytm
zaczynaj¡c od punkt numer 3.
W tym przypadku potrzeba byªo a» 5 kroków aby znale¹¢ minimum
funkcji celu.

Wynikiem jest punkt x(4) =

[
−0, 4001
−0, 1000

]
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4 Program komputerowy

4.1 Opis programu

Aplikacja zostaªa stworzona w ±rodowisku matematycznym Matlab. Interfejs
programu jest bardzo prosty i przejrzysty. W jego górnej cz¦±ci mamy miejsce
na wpisanie funkcji celu oraz okre±lenie precyzji warunku stopu. Reszta
programu zostaªa podzielona na dwie cz¦±ci. Z lewej strony Metoda Newtona,
z prawej strony Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno. Okre±lamy
punkty startowe dla wybranej przez nas metody i klikamy przycisk Oblicz.
Na samym dole otrzymujemy informacje w ilu korkach dana metoda znalazªa
minimum funkcji celu. Przy ka»dym polu edycji mamy przykªadowe dane
jakie mo»emy wprowadzi¢. Wprowadzane dane powinny zachowa¢ wskazny
format.

4.2 Interfejs aplikacji

Rysunek 1: Interfejs aplikacji
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4.3 Testowanie aplikacji

A»eby okre±li¢ czy algorytm zaimplementowany w programie zostaª poprawnie
napisany program zostaª przetestowany. Do testów zostaªy u»yte poni»ej
dane wej±ciowe:
Funkcja celu: f(x) = 4x12 + 2x1x2 + 4x22 + 3x1← minimum
Precyzja warunku stopu: e = 0.01
Punkt x(0) = [1.2; 1.3]
Punkt x(−1) = [2; 2]

Rysunek 2: Praca aplikacji
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Na rysunku powy»ej widzimy, »e minimum zostaªo znalezione przez obie
zaimplementowane metody. Metoda Newtona wykonaªa to w 1 kroku,
natomiast metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno potrzebowaªa
a» 5 kroków.
Wyniki, które otrzymali±my z obydwu metod s¡ identyczne.

Metoda Newtona:

x(1) =

[
−0, 4000
−0, 1000

]

Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno:

x(1) =

[
−0, 4001
−0, 1000

]

5 Wnioski ko«cowe

Metoda Newtona jest metod¡ do±¢ skomplikowan¡, poniewa» jeste±my zmuszeni
do wyliczenia hesjanu funkcji celu czyli pochodnych cz¡stkowych drugiego
rz¦du. Wmetodzie Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno nie musimy oblicza¢
hesjanu, natomiast mamy do obliczenia gradient lecz ten wyst¦puje w obu
metodach. W drugiej prezentowanej metodzie zrezygnowano z hesjanu na
rzecz macierzy V, która jest przybli»onym hesjanem lecz te przybli»enia nie
wpªywaj¡ znacz¡co na otrzymywane wyniki.
W czasie testowania aplikacji zauwa»ono, »e dla niektórych postaci funkcji

metoda Newtona sprawdza si¦ o wiele lepiej ni» metoda BFGS. Pierwsza
metoda potrzebuje tylko i wyª¡cznie jednego korku do znalezienia minimum,
gdzie druga potrzebuje ok. 2-5 kroków wi¦cej. Zastosowanie metody BFGS
to takiego rodzaju funkcji jest stosunkowo niekorzyste. Jednak»e metoda
Newtona ust¦puje drugiej metodzie je»eli b¦dziemy rozpatrywali do±c
zaawansowane funkcje celu, poniewa» w metodzie Newtona w tym momencie
hesjan b¦dzie bardzo trudny do obliczenia i zajmie to bardzo du»o czasu.
Tak wi¦c je»eli zale»y nam na ªatwo±¢ oblicze« lepsza jest metoda

Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno. Je»eli natomiast szukamy minimum
w grupie funkcji gdzie metoda Newtona znajduje rozwi¡zanie w jednym
kroku, to na pewno jest to wybór bardziej optymalny.
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